Exercice 1.

1. Calculer les coefficients de Fourier associés a la périodisée [ de la fonction
T — |z|.
Réponse
. F* :
Vn € Z, co(f) = = f |z|le™ """ d.

1
Comme |z| est une fonction paire on a ¢,(f) = = [,  cos(nz)dz.
Donc ¢y(f) = 3 et par intégration par partie on obtient que

cn(f) = e si 7 est impair.
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2. En déduire que pour = € [—m, 7],
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Réponse :
Comme la fonction f est continue et C!' par morceaux, on peut appliquer
le théoréeme de Jordan-Dirichlet qui assure que la série de Fourier de f

converge vers f en tout point de [—, 7], d’ou le résultat en utilisant le fait
Jz’[?p—l—l}:t: +E—i{2p+1}:t‘:

que cos((2p+ 1)z) =

3. En déduire '
- 1 T 7
,; p+17 8 ; (2p+ 1) ~ 96’
puis que
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Réponse :
Pour la premiére somme on prend x = 0 et on applique I'égalité de la



question 2.

Pour la seconde somme, comme f € L*(T) on peut utiliser 'égalité de
1 ' . 2 — 2 % Te 1 1recto ¥ & £ 2 f
Parseval : || f|I5 = >_,.cz len(f)]°- Ce qui conduit directement a la solution.

Pour la troisieme somme on remarque que

Z =2 (2p TR

pEH' pcl*

et donc que

1 1
Z Z 21:!4-1)2 EZN;T

pEH* pelN*

1
Zﬁ_ﬁ:_z 2p+1)3

penN*

Ainsi

d’ou le résultat.
Pour la quatricme somme on procede de méme en utilisant la deuxieme cf
en séparant les termes pairs et impairs.

Exercice 2. Soient f, g deux fonctions 2m—périodiques continues. On note

1

frglz)= =

_ﬂ flx —y)gly)dy.

1. Montrer que f * g est continue 27—périodique.
Réponse :
On utilise la périodicité de f pour montrer la périodicite de f * g :

+7 1 +n

f(:r+2?r y)g9(y) dy = — flz—y)g(y) dy = fxg(z).

42
frg(z+2m) = o | or |

Comme [ est unifnrmément continue et g est bornée on déduit que Vx €
R, lim,_o f *xg(z + h) — [ * g(x) = 0 et donc que f est continue.

2. Montrer que si, de plus, [ est de classe C!, alors f * g est aussi de classe C'.
Réponse :

Comme f’ est continue, Vz € R I'intégrale f f'(x — y)g(y) dy converge

et f'(z — y)g(y) est majoré par || f'||ocg qui est intégrable donc d’apres le
théoreéme de dérivation sous le signe intégral, f* g est dérivable et (fxg) =
f'* g. Comme [’ et g sont continue et 27 périodique f’ % g est continue et
27 périodique et donc f * g est C!.

Que peut-on dire si f est de classe C* avec k € N* 7



Réponse :
Par récurrence sur k et en utisant les méme arguments sur /) on montre
que f * g est C*.

. Calculer les coeflicients de Fourier de f % g en fonction des coefficents de
Fourier de f et de g.

Réponse :

Comme f et g sont continues sur des compacts on peut inverser les signes
intégrales sans problemes :

lf+9) =5 [ (5 f f(@ - 1)ov) dy) e d
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= Cﬂ(g] X Cn-(f)-

. Définissons f sur [—m, 7] par f(z) = 1 si |x| < % et 0 sinon. Calculer
h = [ * f et calculer les coefficients de Fourier de f.

Réponse :

D’abord remarquons que h est 27 périodique car convolution de deux fonc-

tions 27 périodiques.
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Nous allons maintenant découper l'intégrale en deux suivant la valeur de f.



Siz € [-70], (z—%)€[-F,-3]et(z+F)€[-5,5 dou:
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Siz e [0,n], (@— %) € [-%,%] et (z+ F) € [%,%F] d'olt par un calcul
1—a2

analogue, h(r) = -5=.
Ainsi h est une fonction continue, affine par morceaux.

Comme ¢, (h) = ¢,(f)?, on peut calculer les ¢,(f) qui sont plus simples.

n

1 * —iﬂ.zd:g
Cn(f)—i;?;/% e

Ainsi ¢o(f) = 2 et sin #0,

enlf) = —5i— (=) = ")

Si n est pair on a ¢c,(f) = 0, si n = 1(4), cu(f) = - et si n = 3(4),

cn(f) = -7
Donc ¢, (h) = 0 si n est pair et ¢,(h) = ;;glﬁ si i est impair.



