Soit @ € C. On dit que « est entier sur Z s’il existe un polynome
unitaire F'(X) € Z|X] tel que F(a) = 0. Par exemple HTVE est entier sur Z
puisque c’est une racine du polynome X? — X — 1 € Z[X].

1. Soit o € C entier sur Z. Soit F(X) € Z|X]| unitaire tel que F'(a) = 0 et
que deg F'(X ) soit minimal.

(a) Montrer que F'(X) est irréductible dans Z[.X].

(b) En déduire que F'(X) est irréductible dans Q|X] (cours) et que l'on
a F'(X)=Irr(a,Q,X).

2. Soit o« € C. Montrer que a est entier sur Z si et seulement si son polynome
minimal Irr(a, @, X) appartient a Z[X].

3. Soit d € N un entier naturel gqui ne soit pas un carre parfait. Soit
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Deéterminer le polynome minimal de a sur Q. En déduire que a est entier
sur Z si et seulement si d = 1 mod 4.



